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L'usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout matériel électronique 
(y compris la calculatrice) est rigoureusement interdit. 


Dans le cas où un(e) candidat(e) repère ce qui lui semble être une erreur d'énoncé, il (elle) le signale très 
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit l'épreuve en conséquence. 

De même, si cela vous conduit à formuler une ou plusieurs hypothèses, il vous est demandé de la (ou les) 
mentionner explicitement. 


NB : La copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe d’anonymat, comporter aucun signe 
distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé comporte notamment la 


rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de signer ou de l’identifier. 
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Q) 


NOTATIONS ET RAPPELS 


On désigne par N l’ensemble des entiers naturels positifs ou nuls, par Z l'anneau des entiers relatifs, 
par R le corps des nombres réels, par € celui des nombres complexes. 

Si À € R est une partie de R, on désigne par R — À son complémentaire, 

Soit X € R une partie de R et u : X — R une fonction bornée, On pose |[|u]|x = pi lu(x)]. 


xeX 
On dit qu'une variable aléatoire réelle Y est de loi exponentielle si sa loi admet pour densité la 
fonction : (t) = e7! sit > O et h(t) = 0 sit < 0. 


On rappelle la formule de Stirling : nl = V2rn(t)" 


Partie | 


1. Soit, pourn>1l,u, = D = = In(n). 


{a) 
(b) 


Démontrer que u, € [0,1] et étudier la monotonie de la suite (u,)451. 


Démontrer que la suite (4,),51 converge, On appelle y sa limite, 


On pose, pour 8 > 0, Le) = fe x tax, 


2. (a) 


(b) 


(c) 
(d) 


(e) 


{f) 
(g) 


{h} 


Rappeler pourquoi T(s) est bien défini et démontrer que pour s > 0, T(s + 1) = ss). Que 
vaut l'(n +1) pour # entier naturel? 


es 


Caleuler T(1/2). (On pourra, en le justifiant, se ramener au calcul de f, e*dx, et calculer 


le carré de celle-ci), 
Démontrer que l'est continue et dérivable sur R°", et caleuler ; pour s > 0, l’(s). 
Soit # un entier strictement positif, Démontrer que, pour x € [0,n],(1 - À)" & e"Ÿ et que 
L'EAR 
mn ( n) e 
Démontrer que : Vs > 0 ['a y lax = ia 
M de. M s6+l) (+) 
(On pourra procéder par intégrations par parties successives). 
nn 


Démontrer que : Vs > 0,l'(s) = lim Fe 56 + Dee G+n) 


Démontrer que : Vs > 0,InT(s) = —In(s) — ÿs + Ne -In(1 + £)). 


nel 
oi 


Démontrer que : Vs > 0,6) “+ 2e 


S+H— 


Partie Il 


3, Soit (ayhuen une suite strictement croissante de réels strictement positifs, convergeant vers 
+0 et telle que la suite (4,41 — ayhnen est bornée. Soit F : R° — R une application dérivable. 
On suppose que Jim F'(x) = 0 et qu'il existe / € R tel que: lim F(a,) = !. Démontrer que 

Pres n—++00 
lim F(x)= 1. 
X—++00 


On se propose de démontrer dans les trois questions suivantes que : l'(s +1) - V2ns* ke”s pour s au 
voisinage de +00, 


$ gutes PEA TETE 
On pose, pour s > 0, F(s) = RÉ SAT * 


# - 
4. Démontrer que F est dérivable sur R*'° et que : F8) = lim (In(2) _ » _ _ £ 


CE Démontrer que : =3 < F'() & In ÉD). 


6, Conclure. 


Partie HI 


Soit (4y)nen une suite de réels. On dit que le produit infini IT 4 converge si la suite des produits 
hab 


N 
partiels py = [[ 4, converge vers une limite non nulle. 
0 


7. Soit (Hy)yen une suite de réels tous positifs, ou bien tous dans l'intervalle ] — 1,0]. Démontrer 
que les conditions suivantes sont équivalentes : 


[au] 
i) Le produit infini | [(1+ #,) converge. 
fie) 


+ 
ii) La série 2 In(1 + 1) converge, 
naû 
, ce 
iii) La série ÿ[ u, converge, 
H=0 


8. Soient pour &,N € N des réels un tels que: VKk € N, la suite (tig n}nen est conVergents, de limite 


ut € R. On suppose de plus qu'il existe une suite (a,)1en de réels positifs, avec Es îy < +0 telle 


Hæû 
que: VK,N EN, luenl € @4. 
+ 
(a) Démontrer que la série a vu, converge et que la suite wy = > Uk converge vers > w, 
k=i k=0 


(Indication : on pourra considérer la suite de fonctions Pa R' —+ R donnée par : Vx € 
[k,k+1L fn) = min si k€ N et fu(x) = 0 si x 3 N + 1, et exprimer #N à partir de fn.) 


N 
(b) On suppose de plus que : uen €] 1,0], VK.N € N, Démontrer que la suite [[(1 + wn) 
k=Û 


converge, quand N — +00, vers Tia + w). 
koû 
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Soit f, : 1 — R üne suite de fonctions définies sur un intervalle 1 de R et à valeurs réelles. On dit que 
le produit infini des fonctions f, converge si pour tout x € I, il existe un entier 9 tel que le produit 


+5 
infini de la suite numérique (f,(x)uzn, existe. On pose alors p(no,x) = [T f(x), On pose, pour tout 
Himiii 


xeletpour N > 0,pu(x -[ ft) et px) = fotx) + fns1 (MP Gt0, x). On dit que le produit infini des 


fonctions /, converge LM mémient sur J si la suite de fonctions (py)nen converge uniformément 
sur vers la fonction p. 


9. Soient ag,::: ,an des nombres réels, py = Ïl (1 +4,) et qu = Îl (1 + lan). Démontrer que : 


HæÛ næÛ 
(a) qu < ep laxl) 
(6) lpy—11< qu — 1 (on pourra procéder par récurrence sur N). 


+oa 
10. Soit (uy)nen une suite de fonctions bornées sur l telle que la série de fonctions 5° |u,| converge 
He) 


uniformément sur let telle que : Vx € Lu,(x) # -1. 
N 
On pose pu(x) = IQ + u(x)) et gx) = I1G + lun(x)l). 
MEN] h= 
FES 
(a) Démontrer que la fonction somme 2 [u,| est bornée sur I. 


næû 


(b) Soite > 0. Démontrer qu'il existe 10 € N tel que 
VMa2Nzno.Vxel, |pm(x) - pal € IpnGl(ef — 1). 


(c) On suppose de plus que € < 4. 
Démontrer qu'il existe € > O tel que, YM 3 N 3 m,Vxel, |pm@) - pal € 2Ce. 
(d) Démontrer que le produit infini des fonctions (1 + u,) converge uniformément sur 1. 


11. On se propose dans cette question de donner une expression de la fonction “nu prolongée 
par continuité en Ü, comme produit infini. 


H 
(a) Soitte R, Démontrer que pour tout entier n à 1 : sin(f) = 2"sin(2°"# IT cos(27/h). 
j=1 
(b) Démontrer que, pour tout entier k 3 1, il existe un polynôme Q4 € R[X] de degré 2°! tel 
que : Vx € R, cos(2x) = Qy(sin/(x)). 
(c) Soit n > 2. Démontrer qu'il existe un polynôme Q € R[X], de degré 2/7! - 1, tel que 
VteR-2"-1rz, 
27" sin(t) … 
sin(27"f) cos(27t) ni Cote 


(d) Déterminer les racines de Q et en déduire que, ŸEE R -2""lrZ 


qu 1-1 


n 2/31 
_ sin(#) = “I = sin”(2" É Le ai à \ 
sin(27"t) cos(27"f) sin” (kr2° sin (kr2-") 


an-1 4 rs ho 
; gin*(2"#t) Fi 
(e) Démontrer que : Il (1 = sine") converge, quand 7 — +co, vers [I = Gn?/ et 
en déduire que 


sin) TT. Ê. 
We se Tr 


12. Démontrer que : Vs el0,1[, T(s)T( — 5) = . (On pourra utiliser la question 2. (f)) 


sin(rts) 
13. On se propose dans cette question de donner une expression de T(s) comme produit infini, 


(a) Soit, pour x > Det n > 1, f(x) = (1 + E) en. Démontrer que le produit infini Il fatx) 


H=]l 
converge pour tout x > Ü et que la convergence est uniforme sur tout intervalle compact 


contenu dans R*, 


(b) Démontrer que T(s) = e Fe [la 4 SJ eh, 


Hs] 


Partie IV 


On considère dans cette partie, pour t > 0, une variable aléatoire X, à valeurs réelles strictement 
positives de loi ayant pour densité la fonction f; donnée par : 

pes 
Vx > 0, f(x) = NUS et Vx € 0, f(x) = 0. 
l 
14. Exprimer l'espérance mathématique E(In(X,)) et la variance Var(In(X,)) en fonction de Te 
En déduire que la fonction ++ In(T(f)) est convexe, 


15. (a) Démontrer que pour tout entier n > 1, T'(1) = ne -ÿ; Fa 


r(# +1) 
CPS ['(a) 
(b) Démontrer que pour tout entier n 3 1, il existe « ln, n + 1[ tel que In(n) = T@ 


“fn + 1) 
L'Gi + 1) 


(c) Démontrer que pour tout entier n > 1, In(n) < < Int + 1). 


(d) En déduire que (1) = — 
16. (a) Démontrer que, pour x > " ona:1-x"!<ln(x) <x-1et Ke) (x 1 + (x 1). 
1 
(1) 


(b) Démontrer que pour t = 0, E(in(ät)) < O0 et que pour t > 1, EQnX !)) > 


(c) Démontrer que pour { > 2, E(in/ (2) < T F7 
17. Quelques résultats généraux. 


(a) Soient 1 et / des intervalles ouverts, Z une variable aléatoire réelle de densité continue g 
nulle en dehors de Let f : 1 = ] un difféomorphisme de classe C1, de bijection réciproque 
à "l: 7] = 1. Démontrer que la loi de la variable aléatoire f(Z) a pour densité la fonction 
qui est nulle en dehors de J et qui vaut sur J:g6 f-'I(f 1). 
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18. 


19. 


(b) Soient L et V des ouverts de R", (X1, X2,1° , Xh) un n-uple de variables aléatoires réelles, 
de loi admettant une densité continue f ie en dehors de L, et p: LU = Vun ditféomor- 
phisme de classe Cl, On désigne par dp”! la différentielle de la bijection réciproque "1 
Démontrer que la loi de la variable aléatoire @(X1, X2,-:-X,) a pour densité la fonction 
qui est nulle en dehors de V et qui vaut sur V': 


fo p""Idet(dp"")] 


Soit t > 0, On considère des variables aléatoires indépendantes X; et Y je jeN, où X,, à valeurs 
strictement positives, a une loi de densité f,, et les Y;, j € N, ont chacune une loi exponentielle. 


On pose 5 = 0 et pour j 2 1,5; = > Yi. 


X4 + S1 Xi + Su 
DES ! XI+ Sn” 
{b) ES la loi de la variable aléatoire X, + 5, et pour 1 € j & n, les lois des variables 


A+ Sa 
aléatoires + +6 


(a) Soit n > 1. Déterminer la loi du (n+1}-uple (= Xi + Sn). 


ie Fa, Xe + Sri , Xi + 5, sont indé- 


{c) Démontrer que les variables aléatoires PA À, x Un &"" 1. EAN 


pendantes, 


Y 
(d) Quelle est, pour j € [0,1,::: ,n — 1}, la loi de la variable aléatoire “Th ? Comparer avec 


Xi+5 
la loi de la variable aléatoire SU Suis #4 
Xi + +5 


e) Soit, pour x 2 1,d,, = y +In(f+n)- LE Démontrer que [d,1| < H + (On pourra pour cela 


commencer par établir que Idysis — ; . < sb). 
(9 Démontrer que pour tout n 3 1 la variable aléatoire In(X,) a même loi que la variable 


n=] 
Y; 
aléatoire = + Te cu pr bi + Int) + dy, avec Xtin indépendante des variables 


aléatoires Ÿ;,j > 0. 
+5 ne 1 


( On observera que, pour n à 1, In(X;) = nr x 
jei 


X in 


(g) Démontrer que D Eros “à tend vers 0 en moyenne quadratique. 


Il Ÿ} 
ï dl h + dl i Fe F RER" —L 
(h) Démontrer que In(X;) a même loi que —y + + +T je ) 


f=i 
Soient , pour t > 0, des variables aléatoires indépendantes X, , où X, à valeurs strictement 
positives, suit une loi de densité f,. 
(a) Démontrer qu'il existe une suite de réels (r,)1en, avec lim r, = 21n(2), telle que la variable 
aléatoire 21n(X3,) a même loi que la variable aléatoire 


ep A2t+n X 44m Xip41/2 
In(X;) + In(Xi4172) + 2n(> Ts ) . In(; z a) _ In( mers 172) + 


(b) 


où m et p sont des entiers dépendants de # que l’on précisera. 
Indication : On pourra utiliser 18. (f) pour comparer les lois de 21n(X24) etIn(X,)+In(X,1172) 


En déduire que : 2#71T(s)T(s + 1/2) = l'(2s)7(1/2). (On pourra considérer les espérances 
mathématiques de puissances des variables aléatoires ci-dessus, pour une valeur conve- 
nable de ft). 


FIN DU SUJET 


